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 >��/�� ������$#��%  !" �8��� ���� 
, �/�����t ��$�� 
, 

( )∆. 
 (* ��A�!� �� #(%( )S +, ��!��# � 1� ����� *�� ( ) ( )′∆ = ∆.  

(ii �� #(% ( ) 1
:

1 2

x t

y t

= +
∆  = − +

 � ( ) : 2 3 1 0x y′∆ − + =  

    ��A��# ��� )���( )
( )
( )
( )

1 1

1 2 2

2 3 1 0 3

x t

S y t

x y

= +
 = − +
 − + =

 

 >��/��x� y
, ( )3�����# � ����/�  !" �8��  
 (*
, �� ����/��# B(�� �� #(%( )∆� ( )′∆���� 
, �/�����  .

>�/�t 
, ( )1� ( )2���!" �8��� . 
 (* +, �� ���� * ����/��# '��� #(%( )∆� ( )′∆�/�C ������ . 
 (* +, ��!��# � 1� ����� * �� ���� ����/��# '��� #(%

( ) ( )′∆ = ∆. 
(iii �� #(% ( ) : 2 1 0x y∆ + − =� ( ) : 2 1 0x y′∆ − + = ��A��# ��� )��� 

( ) 2 1 0

2 1 0

x y
S

x y

− + =
 + − =

 '*�� �D� (i. 

(b ��������# ���/� ( )
( )

: 0

: 0

ax by c

a x b y c

∆ + + =
 ′ ′ ′ ′∆ + + =

 

(i �� #(% 0
a b

a b
≠

′ ′
 +, ( )∆� ( )′∆ ��A��# ���� �/����� 

:�����# ����  !" ��8�!�. 

(ii �� #(% 0
a b

a b
=

′ ′
 +, ( ) ( )//′∆ ∆ 

 (* �� #(%0
a c

a c
≠

′ ′
 �	 0

b c

b c
≠

′ ′
 +, ( ) ( )// ′∆ ∆C �/�. 

 (* �� #(%0
a c

a c
=

′ ′
 �	 0

b c

b c
=

′ ′
 +, ( ) ( )′∆ = ∆. 

(c 	 ��� 	 ����	 #(% ( )∆� ( )′∆ ���#��� ��� �	 ������ 
����� ���<�u
�

����  � �( )∆ � v
�

 � ����� ( )′∆ ����� 

( )det ,u v
� �

  
(i �� #(% ( )det , 0u v =

� �

 +, ( ) ( )// ′∆ ∆ 

(ii �� #(% ( )det , 0u v ≠
� �

 +, ( )∆� ( )′∆�/����� . 

(d �� #(% ( ) ( )// ′∆ ∆ ����� ��-��; ����� ����� 2	 +, 
�<E�. 

  6  �����	
 /�0��	
� �
��$	
� 
(a�� #(% ( )∆ 1����/� +, ���#�=# ����� 2�#�� ��� ������� 
��� ���  !"  �y mx p= + ����/��#  ��� ����/��# B(- 

��8�<��#. 
 )������# ��� �	 1����# ���/��#  ��� � ��/�#( )∆. 

(b ��� ( )∆ �������� 1��� )����� ( ),u a b
�

 :� 0a ≠ )  
�/�

( )y yο′//( )∆ (� 1����# ���/��#( )∆ �- b
m

a
. 

(c ��������# ���/� ( ) : y mx p∆ = + � ( ) : y m x p′ ′ ′∆ = + ��� 
( ) ( )// ′∆ ∆ 

 �� ��,� #(%m m′= 
 



  ع ج م    
            

 �����ــ�ت ا���ــ
د�ـــــ�ا 
 � ا��رســـــ���      

    
��ن.ح          �� 

                     (Iـــــــ ا���ـــ
   ــــــآ ـــ
A(!�"#ت    

 ����Ω و ��	
 k م�  M'   . ��د �	�	� ��� ��
    ه$ ا���!�#k و
"!�  Ωا����آ� ا��ي ��آ�� 

) ا��ي 
��� �  بـ  , )h kΩ(ي ی�ب�                    وا�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	��� M              ب��+M' ب

                       " 'M k MΩ = Ω
������ ������

 .                            Ω 
B( &ة�ا�'' ��(
  ا��

 �12 ا��$ا�� N و 0M$رت� ا��	����  N' و M'ت�$ن ا��	���ن 

1k إذا و6	) إذا و3� ��د �	�	�  hب���آ�   ب��+ ≠

' 'M N k MN=
�������� ������

 .   

C(   ت
 خ
)�ــــ
 ����h آ� ��آ���   .k و
"!�  Ω ت�

(1 ( ) 'h M M= 76�M'  ت� k MΩ = Ω
������ ������

   

) إذا آ�ن 2) ) 'h M M= و ( ) 'h N N=  86ن  

' 'M N k MN=
�������� ������

  

(3 (a           ( )h Ω = Ω )    ل إن$	
Ω آ������0���ة ب h  (   

      (b      ( )h M M=  76�M  ت� = Ω   

�آ� Ω ی�� أن ه�ا( ����  ) h ه� ا��	�� ا�$���ة ا�<���ة ب

) إذا آ�ن 4) ) 'h M M= 86ن Ω و M و 'M ��?�	�"�  . 

 (5 (a ا�� ���آ� ی��A6 �12 ا�?�3@ ی� : 

} ��G  @3إذا آ�ن  }( , ), ( , )A Bα β 86ن  G'         @3��  

                                             { }( ', ), ( ', )A Bα β   

(b     �� : ا����آ� ی��A6 �12 ا�?��<C ی

] ���<I  Cإذا آ�ن  ]AB  86ن I'  @3�� [ ]' 'A B    

(c     ����* اس�	���� �����DE  ی� 12� A6� : ا����آ� ی�

ABإذا آ�ن   CDα=
���� ����

' 86ن   ' ' 'A B C Dα=
������� ������

  

(d     ����
	)   ی�� 3ا����آ� ی��A6 �12  اس�	 : 

H ا��	) � . �"�	�?�� 'C و 'B و '8Aن 0$ره�   �"�	�?�� C6 و B و Aإذا آ

(6  � .ا����آ� I ی��A6 �12 ا�?"��6 ��� ��ی�

)إذا آ�ن   ) 'h A A= و ( ) 'h B B=  86ن  ' 'A B k AB=  

(7  ���س ا��وای� ا��D�س�� ی�K *� A6�'ا����آ� ی� ' 'BAC B A C
∧ ∧

=  
(a (8  �]0$رة ا�	� ]AB آ������] ه� ا�	�� h ب ]' 'A B   

    (b  L�	�"?0$رة ا�( )AB آ������) ه� ا�?"�	�h L  ب ' ')A B.    

     (c  L�	�"� 0$رة( )D L�	�"� $ه ( ')D ی$ازي ( )D.   

     (d  �ی��أ3* ت �� L�	�"� 0$رة( )D بـ h ����	
 ی��N ت��ی� 0$رة 

A و B �� ( )D  وس��$ن ( ) ( ' ')h D A B= ��	
  أو ت��ی� 0$رة 

) وس��$ن Aوا��ة  )h D �� ر��	�L   وا�?$ازي �A"?2' ه$ ا�?"�	�L ا�?

( )D  ) . ( ) 'h A A=(    

    (e   ن�)إذا آ )D �� را�� �?�	�"� Ω  86ن ( ) ( )h D D=.  


	$ل إن (  ( )D  ����0��� إ3?  . (  

)0$رة ا��ا�Oة  9)  , )C O r  آ������)'ه� ا��ا�Oة hب ', )C O k r    . 

 P�' ( )O h O= .  

(10  (a    ����E و F ا�?"�$ى �� ��O�3  .

( ) ( ) ( )h E F h E h F=∩ ∩  
     (b H
�M إذا آ E F∈ ) 86ن ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩  

(11 ����� وا��$ازي ی :ا����آ� ی��A6 �12  ا��
���ان �ن ��?�	�"� ����ی� ه?  0$رة �"�	�?�� ��

�ن ��$ازی�ن ?�	�"� � .و 0$رة �"�	�?�� ��$ازی��  ه?

آ   ا�+�*� ا��)12��� ������ . 

  ����� L2
��Nض أن ا�?"�$ى ��"$ب إ�1 �( , , )O i j
� �

 .  

a(ل
-� 1  : ����h آ� ��آ���2k و
"!�  Ω(1,2) ت� = .  

�ی��h �2 أ3* ت��ی� ا�<��T ا�����2�2 ��2��� � P!�
  : 
 ����( , )M x y و ( ', ')M x y +��ب  ( ) 'h M M= م$	
  و

  . y و x ب�y ��I' و x'ب�"�ب 

 �)��ی� ) 'h M M= ��' ی 2M MΩ = Ω
������ ������

   

 �)'و��ی� ' 1, ' 2)M x yΩ − −
������

2 و  (2 2,2 4)M x yΩ − −
������

  

إذن  
' 1 2 2

' 2 2 4

x x

y y

− = −
 − = −

  ��  ی
' 2 1

' 2 2

x x

y y

= −
 = −

   

:   ه�  hإذن ا�<��T ا�����2�2 �ـ 
' 2 1

:
' 2 2

x x
h

y y

= −
 = −

  

� ت��ی� 0$رة 
	�� : ��ح/� 

$ض h بـ Aإذا أرد x و y ت��Vب�8�ا 

A12 إ� *>�
�ت  و�Vا��( )h A .  

b( ل
-� 2 . 


�!� ا���!�# f ��2�2 ه��ا��  �T�0 ي�:   ا�
' 3 2

:
' 3 4

x x
f

y y

= +
 = −

   

 �!W �ی��أ3* ت ��f �?X* ا���ة  ب���
!�+ �� ا��	) ا�< 
'

'

x x

y y

=
 =

 

 ��ی
3 2

3 4

x x

y y

+ =
 − =

 �� ی
1

2

x

y

= −
 =

0���ة و���ة f إذن  ��	
 ت	!* 

)ه�  1,2)Ω − .  

  �YZ
 LV( , )M x y و ( ', ')M x y  +��ب ( ) 'h M M=    

 �إذن   ��ی�
' 3 2

' 3 4

x x

y y

= +
 = −

      .  �)'و��ی� 1, ' 2)M x yΩ + −
������

 �� ی

'(3 2 1,3 4 2)M x yΩ + + − −
������

 ��3)'  ی 3,3 6)M x yΩ + −
������

   

 �3و��ی� (3 3,3 6)M x yΩ + −
������

'  إذن   3M MΩ = Ω
������ ������

  

 ������) ت��آ� ��آ��  fوب 1,2)Ω −  �!"
3k و = .  

�#4 ا��23�
ت  )13 . 
 (a آ��
��د ��آ� ت� ���h .   �?"
Ω   ����	
 �� +�!
A و B 

 �)��ی��  . 'B و 'Aو0$رت�ه? ) 'h A A= إذن Ω و Aو  A' ��?�	�"� 

)و��   ')AAΩ∈ .   �)و��ی� ) 'h B B= إذن Ω و B و B' 

  
)�"�	�?�� و ')BBΩ∈������) ه� 
	�� ت	�Ω PW وب ')AA و

( ')BB    

 

 
 
 
 



(b آ��
"?�   h �� أ3* ت��ی� 
"� ت�k ن  و���
� : ه��ك إ��


!�+ �� ا�?�آ�  *)Ω ��	
�  A وDو0$رت A' .  

 �)��ی� ) 'h A A= إذن 'A k AΩ = Ω
����� ����

AΩ' ، و
	$م ب�"�ب 
�����

 ��I�ب 

AΩ
����

 ]^� �E
 'A AαΩ = Ω
����� ����

k و
"���_ أن  α=  س�أو 
?� إ�1 ا�	�

A'ا�E!�ي   k MΩ = Ω  ��  ی
'A

k
M

Ω=
Ω

 .   

(*  ����	
 �� +�!
 A و B ���ی��    .'B و 'A و0$رت�ه?

' 'A B k AB=
������� ����


N` ا���ی	� ا�"�ب	�   P!�
 . و

(c  أن ��!
� أن 
] ���<I C'إذا أرد ]' 'A B �� +�!
 I و A و B 

)ب��+  ) 'h A A= و( ) 'h B B= و ( ) 'h I I=  ��0�aا� *?�"
 و

(5b .  �] ���<�I C�ی� ]AB إذن 'I C>��� [ ]' 'A B  . 

(d  أن ��!
 ���Ω وI و J أن ��!
 �"�	�?�� ی��N أن 

( , ) ( )kh I JΩ =.   

(e  ��	

��د 0$رة  ���M �Dق �� ب���W ك ��ة� :  ه�

(* Cی�?* ا���"
 'M k MΩ = Ω
������ ������

  

�  ���<M C إذا آ�ن *)�K[ ]AB  *?�"
 (5b).  


H  إذا*)�AM آ ABα=
����� ����

 *?�"
 (5c)  .  

(* H
�?*  M إذا آ�"
 ��O�3 PW�  .(10) ت	

 )   ��M�ی� E F∈ ) إذن  ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩ (   

(*�� H
��  إذا آD2?�"
 .ی�� ا�<��T ا�����2�2 

(II        ث6 ا�'"آـــ&ي
  ا��'ـــــــ
A( !�"#ت .                                    'M 

 ����Ω��	
   Ω  ا��?�V* ا�?�آ�ي  ا��ي ��آ��  

�Sي 
��� �  بـ ه$ ا���!�# ا� Ω(ي ی�ب�       Ω                     وا�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���  ب��+M' ب

" 'M MΩ = −Ω
������ ������

 ��] ���<Ω C  ی ]'MM .              M 

B( &ة�ا�'' ��(
                                                                ا��
 �12 ا��$ا�� N و Mت� ا��	����  0$رN' و M'ت�$ن ا��	���ن 

Sب�?�V* ��آ�ي  Ω ) إذا	ن   إذا و6�'آ 'M N MN= −
�������� ������

 .   

C( ت
   خ
)�ــــ
�V* ا�?�آ�ي ?�2� �!"����آ� ت!	1 0���� ب�����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3 P�

 cب$ . ��+ ت<!@ (9) و  (6)  ،  ����ا -1 بـ kت

(6   �� .ا��?�V* ا�?�آ�ي  ی��A6 �12 ا�?"��6 ی

) إذا آ�ن  ) 'h A A= و ( ) 'h B B=  86ن  ' 'A B AB=   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r ا�?�آ�ي *V�?���S ب Ω ة�Oه� ا��ا  

'( ', )C O r    .  P�' ( )O S OΩ=.   
 ��ح/� 

(a ( ) 'S M MΩ =  76�] ���<Ω C  ت� ]'MM.   

(b ن إذا آ�( ) 'S M MΩ ) و = ) 'S N NΩ   86ن  =

' 'M N MN= −
�������� ������

 .   
 

 
 
 
 
 
 
 

                       (IIIـــ�ــــــــــــ ا�زاحـــ 
A(!�"#ت  .  

 ����u
�

  �DE��   . �D�DE�� زا�� ا���fاu
�

u                       ه�
�

  

ut ا���!�# ا��ي 
��� �  بـ   M'        وا��ي ی�ب)�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���    M' ب

MM'"ب��+                    u=
������� �

                                     M 

B( &ة�ا�'' ��(
                                           ا��
 �12 ا��$ا�� N و M 0$رت� ا��	���� N' و M'ت�$ن ا��	���ن 

utب�fزا��  '  إذا و6	) إذا آ�ن � 'M N MN=
�������� ������

 .   

C( ت
   خ
)�ــــ
�آ� ت!	1 0���� ب���"!�  �gزا��  ، �����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3 ا���� (1) 

 :  و��ی�� (13abd)و  (12)و  (9) و (8cde) و  (6) و (4) و(3) و (2)و 

�A6 �12 ا�?"��6 اfزا�� ت 6)�.   
 (8eإذا آ �)ن  )D *��u ی$ازي �

�
 )  ��uی

�
) ��D3$ �ـ  )D (   86ن

( ) ( )ut D D=�.   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r  زا��f�utب )'ه� ا��ا�Oة  � ', )C O r    . 

 P�' ( )uO t O= �.   

 ��ح/� 

(a ( ) 'ut M M=�  76�MM'  ت� u=
������� �

.   

(b ن�) إذا آ ) 'ut M M=� و ( ) 'ut N N=�  86ن  

' 'M N MN=
�������� ������

 .   

   (III�'ث6 ا�
 �ري ـــــ ا��'ــــ

A( !�"#ت  . 
 ����( �  ا��?�V* ا�?�$ري  ا��ي ��$ر� ∆(?�	�"� ( )∆          ( )∆ 

) ه$ ا���!�# ا��ي 
��� �  بـ  )S     وا��ي ی�ب)∆

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���   M                     'M    ب��+M' ب

) ی�$ن  )∆ �]واس) ا�	� ]'MM  .   

B( ت
   خ
)�ــــ
�V* ا�?�$ري  ،  ?�2� �!"����آ� ت!	1 0���� ب�����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3

 : و��ی�� (13abd)و  (9) و (8e) و  (6)  5) و (4) و(3) و (2) و (1)����ا 

(6    �6� .ا��?�V* ا�?�$ري  ی��A6 �12 ا�?"
(8e  (* ن�) إذا آ ) ( )D ⊥ )  86ن  ∆ ) ( ) ( )t D D∆ =.   

)إذا آ�ن  *)       ) //( )D )  86ن  ∆ ) ( ) //( )t D D∆.   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r $ري�ا�? *V�?���) ب )S   ه� ا��ا�Oة ∆

'( ', )C O r    .  P�( )' ( )O S O∆=.   

 ��ح/� 
(a ( ) ( ) 'S M M∆ =  76�)  ت� )∆ �]واس) ا�	� ]'MM  .   

(b ن�) إذا آ ) ( )S M M∆ =   76�) ت� )M ∈ ∆    

 L�	�"?ا�( 
	�� ب�	��  ∆( ���0  . 

 
  
 
 
 
 
 



  ج م ع و�� ا�
            


ا�         �� ��اء ا�
 م��� ا��رس       

    

          �.������ 

I                       ( 	
��  

(1 ���� AB
����

 � AC
����

 ���	
�� � ������ .                       C 

 ����H �� ����
�� ����� C ��� ( )AB  

     �K �� ����
�� ����� B ��� ( )AC                               K 

  �������� ������  �	!� ���"AB
����

 � AC
����

  

 �# $� %�&" �'�� �(��)� �	
��.AB AC
���� ����

 ��* +, -&
���  :B    H           A 

. .

.

. .cos( )

AB AC AB AH

AC AK

AB AC BAC
∧

=

=

=

���� ����

 

(2  ������� /	01 2"+3 �41 AB
����

  �5 AC
����

 678 . 0AB AC =
���� ����

  

(II                     ������  

(1 ���� AB
����

 � CD
����

 ���	
�� � ������ .         D                 

 ����'C �� ����
�� ����� C ��� ( )AB                     

 ����'D �� ����
�� ����� D ��� ( )AB                                  C                     

 +�*	�. . ' 'AB CD AB C D=
���� ����

                B                                A 

  �����: 

 9+�0 :;� ��.AB CD
���� ����

 <1 =+����� �� &>� /&?@� ��� ������� /	01 ���" 

 +�AB+�, +C+�A�D5 E�� ����� F�
"� G +���� +�A�D5 E�� ����+# H+(�0I� J�G �K!� L+����. 

(2 (a&"  �� %�.AB AB
���� ����

  %�&�+# 
2

AB
����

 ������ J#&�� ���*�  . 

    (b  +�*	� 
2 2AB AB=

����

  

(3 (a 6+������ 2"+3 �41AB
����

 � CD
����

 678 �M��� N(" +�O� ���������  : 

. .AB CD AB CD=
���� ����

   

(b     6+������ 2"+3 �41 AB
����

 � CD
����

 678 6+�3+
�� 6+�M�� +�O� ���������  : 

. .AB CD AB CD= −
���� ����

         

(4  (a  ������� 61 P��" AB
����

 � CD
����

 6+������ �3 6+3 �41 ��8� �41 6+Q	�+
�� 

( )AB � ( )CD �*	�+
��  . R��"�AB CD⊥
���� ����

  

     (b  +�*	� AB CD⊥
���� ����

  S8+�Q . 0AB CD =
���� ����

   

(5��� 2"+3 �41   ��A � B � C � D 678 T�������  

     . .AB CD AB CD=
���� ����

         D     C      B          A 

(6 (a ���� u
�

 � v
�

 ����� ������ A � B � C  3 U�V  ��"  

 AB u=
����

�

 � AC v=
����

�

   

 +�*	� :. .u v AB AC=
���� ����

� �

                    C                    v
�

 

(b   ���   �u
�

 � v
�

  ���	
�� � ������  :                  v
�

 

  +�*	�. . cos( , )u v u v u v
∧

=� � � � � �

 B                  u
�

      A            

(c        
22u u=� �

                                            u
�

 

    (d  2"+3 �41 u
�

 � v
�

 678 �M��� N(" +�O� ���������  :. .u v u v=� � � �

 

                 

(e    6+������ 2"+3 �41u
�

 � v
�

 678 6+�3+
�� 6+�M�� +�O� ���������  : 

. .u v u v= −� � � �

  

(f     u v⊥� �

  S8+�Q  . 0u v =� �

  

    (g. . (u v v u= ∗� � � �

 

         .( ) . . (u v w u v u w+ = + ∗� � � � � � �

 

         .( ) . . (u v w u v u w− = − ∗� � � � � � �

 

         ( ). .( ) ( . ) (u v u v u vα α α= = ∗� � � � � �

 

         
2 2 2( ) 2 . (u v u v u v+ = + + ∗� � � � � �

 

         
2 2 2( ) 2 . (u v u v u v− = + − ∗� � � � � �

  

         
2 2( ).( ) (u v u v u v+ − = − ∗� � � � � �

  

(III            ������ ��� � ��!�"#  

1(�$�%�� �&��           .                                              A                             

 ����( )ABC +�*	�  +W�W�  : 

2 2 2 ˆ2 . .cosBC AB AC AB AC A= + − 
2 2 2 ˆ2 . .cosAC BA BC BA BC B= + −     C                  B 
2 2 2 ˆ2 . .cosAB CA CB CA CB C= + − 

2('(�)*� �+,-�                                                        

 ����( )ABC �  +W�W� I T
A��� XY��� [ ]AB                        A                   

 +�*	� :

2
2 2 22

2

BC
AB AC AI+ = +    

 �5

2
2 2 21

( )
2 2

BC
AI AB AC= + −  C            I            B 

3( �
.�/�� 01�& 2�3� 4 �
�)*� ��&����  . 

(a     ����( )ABC Z T*��%�� [\+B +W�W� A � 'A XY��� [ ]BC � H 

 �� ����
�� �����A ��� ( )BC .  +�*	�: 
2 2 2 (AB AC BC+ = ∗ )  L^�+�8 TB_� ( 

2 . . (BA BH BC BH BC= = ∗                                     A 

2 . . (CA CH CB CH CB= = ∗  

2 . . (AH HB HC HB HC= − = ∗      C          I   H  B 

1
' (

2
AA BC= ∗  

(b     ����( )ABC*��%�� [\+B +W�W�  Z TA .  +�*	�:  C 

ˆcos
BA

B
BC

=      ˆcos
AC

B
BC

=    

ˆtan
AC

B
AB

=                                          A                      B 

(c     ���� ( )ABC +W�W�  . +�*	� :                                A                  

 
ˆ ˆˆsin sin sinA B C

BC AC AB
= =                    C                  B 

 
 



�� ��� ��  
         

	
���� �������������  
    ����� ���
 

    

          �.������ 

 ������ ���� 	
� ���� ����
� �� ��� �� �� �� �����
�����( ), ,o i j

� �. 

             (I 	
���� ����� ������� 

  1   �������
� � ���   ( );u x y
�

  ( ),v x y′ ′�
  

 ����
u v xx yy′ ′⋅ = +� �
            

2 2u x y= +�
. 

  2     ���!"�
� � ���( ),A AA x y   ( ),B BB x y 

����
( ),B A B BAB x x y y− −
�����

  ( ) ( )2 2

B A B AAB x x y y= − + −. 

  3       0u v u v⊥ ⇔ ⋅ =� � � �
 

  4    

(a ( )cos ,u v u v u v⋅ = ⋅� � � � � �
. 

(b ( ) ( ) ( )det
cos , sin ,

u vu v
u v u v

u v u v

⋅⋅= =
⋅ ⋅

� �� �
� � � �

� � � � 

(c ( ) ( )ˆcos cos ,
AB AC AB AC

BAC AB AC
AB ACAB AC

⋅ ⋅= = =
⋅⋅

���� ���� ���� ����
���� ����

���� ���� 

(d ( ) ( ) ( )det ,
ˆsin sin ,

AB AC
BAC AB AC

AB AC
= =

⋅

���� ����
���� ����

. 

� �!
: 
(a#�����
� #��$�
 ����% ���&� ����� �'� ˆBAC ���� 

���&( )ˆcos BAC 

()� ���      :( ) 1ˆcos
2

BAC = − 

����           ( ) 2ˆcos cos
3

BAC
π= 

  �'�           2ˆ
3

BAC
π=. 

(b#���
� #��$
� +��% ���&� ����� �'� �( ),AB AC
���� ����

 ���&  �"�  

( )cos ,AB AC
����� �����

    ( )sin ,AB AC
����� �����

. 

()� ��� :( ) 2
cos ,

2
AB AC

−=
����� �����

    ( ) 2
sin ,

2
AB AC

−=
����� �����

. 

��� �� , �� #��$
� +��% ���&� ��� ��: 

( ) 2
cos ,

2
AB AC

−=
���� ����

  ����  ( ) 3
cos , cos

4
AB AC

π=
���� ����

 

  ����( ) 3
, 2

4
AB AC k

π π= +
���� ����

�  ( ) 3
, 2

4
AB AC k

π π−= +
���� ����

 

 ����
( )sin , 0AB AC 〈
���� ����

 

  �'�( ) 3
, 2

4
AB AC k

π π−= +
���� ����

 

 ����( ) 3
, 2

4
AB AC k

π π−≡ +
���� ����

 

 
 
 
 
 

  5   #���
�� 	$ %�&��
�� 
(a���
 ( )D ��"��� n

�#����  .#����
� �� �"�n
� #��!�� 

	�-( )D���& ��� �'� n
���- .	�- ( )D)  ����( )n D⊥�.( 

(b��"���
� � ���  :( ) : 0D ax by c+ + = 

 ����
( ),u b a−�� #��� ( )D ( ),n a b
�

	�- #��!�� ( )D. 
c('��� ��
()
 �*��
� �(&)� +�,
 %�&��
 ���-,
 . 

.-/
:��"����
 #������� #
����
� ��& ( )D�� ���
� ( )1,2A 
 #����
�( )3,4n −�1��- #��!�� . 

 �&��(1  . 

       

( ) ( )

( ) ( )

, 0

1 3
0

2 4

3 1 4 2 0

M x y D AM n

x

y

x y

∈ ⇔ ⋅ =

− −   
⇔ ⋅ =   −   

⇔ − − + − =

����� �

 

                          �'�( ) : 3 4 5 0D x y− + − = 
 �&��(2 .����
( )3,4n −�	�- #��!�� ( )D#
���� �'� ( )D 	�- 

 ��2( ) : 3 4 5 0D x y− + − =����
 ( )1,2A�'� ( ) ( )3 1 4 2 0c− ⋅ + + = ���� 
5c = − �'� ( ) : 3 4 5 0D x y− + − =. 

(d���
 ( )D�� ��� ��"��� A n
�1��- #��!�� . 

      ( )D′�� ��� ��"��� A′ n′�1��- #��!�� . 

 (*���( ) ( )D D′⊥�'� !"� �'� ���n n′⊥� �
  ����0n n′⋅ =� �

. 

 (*���( ) ( )//D D′��� �'� !"� �'� nوn ′� �
 ���� ( )det 0n n′⋅ =� �. 

(e� �������"���
� :( ) ( ): 0 : 0D a x b y c D ax by c′ ′ ′ ′+ + = + + = 

 (*���( ) ( )D D′⊥ ��� �'� !"� �'� 0aa bb′ ′+ =. 

 (*���( ) ( )//D D′ ��� �'� !"� �'� 0
a b

a b
=

′ ′ 

f(%�&��
 �� �(&) �$-�
 . 
(i���
 ( )D ��"��� A����
� �� #!"� . 

#���� ����A�- ( )D� 1
 $��� .'
� ���
� ( )( ),d A D 4���
� 
��� �� ( )( ),d A D AH=5�& H� .���
� !"��
� �6 A 

	�-( )D. 
(ii��"���
� � ��� ( ) : 0D ax by c+ + =�  #!"�
( )0 0,A x y 

����
 ( )( ) 0 0

2 2
,

ax by c
d A D

a b

+ +
=

+
. 

� �!
:#!"�
� #���� A��"���
� �- ( )D #���� �78� �6 

�� A��"���
� !"� ( )D. 
(g ��!"
� !�#[ ]AB�� ���
� ��"���
� 6 I48��� [ ]AB 
AB

����
1��- #��!�� . 

(h (* 5�)�
� �") $���( )ABC9�!���
� ,!�"� 6 . 
 (*5�)�
� ����� $���( )ABC9�-����:� ,!�"� 6 . 
 (*5�)�
�  #!�&�
� ;�<��
� $���( )ABC9�!��
� ,!�"� 6 . 
 (*5�)�
�  #!�&�
� ;�<��
� $���( )ABC9��8��
� ,!�"� 6 . 

 
 

 
 

 



(II ������� ������� �����. 
  1  �6$��� ��
� ;�<��
� Ω��-��2 r#-��� �6 M ��
� 

="&�M rΩ =. 
  2 ;�<��
� #
���� ( )C�6$��� ��
� ( ),a bΩ��-��2 r �6 

( ) ( )2 2 2x a y b r− + − = 	�- #
���� 	�- �8&� �2�
�  �"� 

 ��22 2 0x y x yα β γ+ + + + =. 
  3  � ���#-���
�( )Γ��
� ���
����( ) 2 2: 0x y x yα β γΓ + + + + = 

#-���
� #�� ! #���� ��� ��( )Γ���"��! >��6 : 

(1:,?� 
2 2

c b a
β αγ= = − = − ���&  �"� 2 2a b c+ − 

 (*��� �'�2 2 0a b c+ − 〈�@� Γ = ∅ 

 (*��� �'�2 2 0a b c+ − = �@� ( ){ },a bΓ = Ω 

 (*��� �'�2 2 0a b c+ − 〉�@� ( )Γ�6$��� ;�<�� ( ),a bΩ 

 ��-��22 2r a b c= + −. 
(2:��2 	�- ������
 #
����
� ��&�  �"� ( ) ( )2 2

x a y b k− + − = 

#��6 #" �!�� #���  ������� 
2 2

2

2 2
X X X

α αα    + = + −   
   

. 

 (*��� �'�0k〈 �@� ( )Γ = ∅. 

 (*��� �'�0k =�@� ( ){ },a bΓ = Ω. 

 (*��� �'� 0k 〉�@� ( )Γ�6$��� ;�<�� ( ),a bΩ 

��-��2r k=. 
  4  -0�-(12 ��3� �$�,
 ����� ���-,
. 

���
( )��6��!%� �&� ;�<�� [ ]AB#
���� 	�- �8&�
 ( )� >��6 
���"��!: 

(1 :#7�8
� ������ :( )( ) ( )( ) 0A B A Bx x x x y y y y− − + − − = 

!2 :��� �� , �� :
( ) ( ), 0

A B

A B

M x y AM BM

x x x x

y y y y

∈ ⇔ ⋅ =

− −   
⇔ ⋅   − −   

����� �����
�

  

� �!
:��� �'� ( )ABC�� #��$
� �<�% A #!�&�
� ;�<��
� �@� 
 5�)�
� ( )ABC�6�!% ��
� ;�<��
� �6 [ ]BC . 6 �6$���

48���[ ]BC6 ��-��2 
2

BC. 

  5  ������ 4���
��-� .�/
�. 
;�<���
 .������  ��)��( )��6$��� ��
� ( ),a bΩ��-��2 r 6 

( ) ( )cos
:

sin

x a r
C

y b r

θ
θ

θ
= +

∈ = +
�. 

  6  ����� 5�-� .���: 
 ���
( )C �6$��� ;�<�� ( ),a bΩ ��-��2 r ���
���� 

2 2 0x y ax by c+ + + + =#!"�
� � ��� ( ),M α β. 
 (*���M;�<��
� A��B ( )�� �'� !"� �'� ��: 

0MΩ 〉  �2 2 0a b cα β α β+ + + + 〉 
 (*���M;�<��
� �B�� ( )���� �'� !"� �'� : 

0MΩ 〈  �2 2 0a b cα β α β+ + + + 〈. 
 (*( )M C∈ !"� �'�  ��� �'�M rΩ = � 

2 2 0a b cα β α β+ + + + =. 
 
 

  7   ������ %�&��
 6(-&�. 
���
( )C�6$��� ;�<�� Ω��-��2 r���
����  

         2 2 0x y ax by c+ + + + =  

       ��"���
� � ���( ) : 0x yα β γ∆ + + =. 

,!�"� #���� ��� ��( )C ( )∆���&  �"� ( )( ),d Ω ∆. 

(a9��� �'� ( )( ),d rΩ ∆ 〉�@� ( )∆A��B ��� ( )C : �
��
�  

,!"�( )C. 
(b9��� �'� ( )( ),d rΩ ∆ =�@� ( )∆,!"� ( )C;�&� #!"� �� A .

�� #
�&
� C'6 �� �"�( )∆+��� � ( )C#!"�
� �� A A 
+���
� #!"� 	���. 

 �&  �"� +���
� #!"� 	�- �8&�
 

#���
�
2 2 0

0

x y ax by

x yα β γ
 + + + =


+ + =
. 

(c9��� �'� ( )( ),d rΩ ∆ 〈�@� ( )∆"� ,!( )C���!"� �� A 

B���!"�
� 9��)��&� 	�- �8&�
 DA B �&  �"� 

#���
�
2 2 0

0

x y ax by

x yα β γ
 + + + =


+ + =
.  

  8  ������ �-

 ���-,
. 

��
�( )C�6$��� ;�<�� Ω��-��2 r 

���
����2 2 0x y ax by c+ + + + =���
 ( )T� +���
� ( )C �� 

#!"�
�( )0 0,A x y. 
- �8&�
#
���� 	�( )T���"��! >��6 : 

(1: #7�8
� ������ ( ) ( ) ( )0 0 0 0: 0
2 2

a b
T x x y y x x y y c+ + + + + + = 

(2:( )T�� ���
� ��"���
� 6 Ω#����
� AΩ
����

1��- #����� . 

� �!
:��� ( )T� ����� ( )C�� A��� �'� !"� �'� ( )T 

	�- ����-( )AΩ�� A. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ت. ع . ب.س. و�� ا�
            

 ����ــــ��ــــ� ا���ـــــء   
 �رســـــ� ا�ـــــــ���   

    
          �.������ 

              (I ����   3V  ا� س �� ا���ء ا�

(1 ���� u
�

v و 
�

w و 
���


ت  �� 3  �����3V و  Aو BوC و D 

4 ���� ���AB u=
���� �

AC و   v=
����� �

AD  و w=
����� ���

 .   

���uل إن ا�����
ت 
�

v و 
�

w و 
���

 ���� ا��
 A   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 .  �#��ا"�! D و CوBو

���uل إن ا�����
ت 
�

v و 
�

w و 
���

 ���� ا��
 A  %�$ �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 . %�$�#��ا"�! D و CوBو

(2 ���� i
�

j و 
��

k و 
��


ت %�$ �#��ا"�!  �� 3  �����3V.  

 ت��0 �/$ی�! وح�,ة *() '�&  3V آ& ����! �� ∗)

u x i y j z k= + +
� � �� ��

  

) ���ل إن ا��3(�ث ∗) , , )B i j k=
� �� ��

  . 3V أس
س  7 ا�56
ء 

(∗ ��
uإذا آ x i y j z k= + +
� � �� ��

)   ;ن ا��3(�ث  , , )x y z (�#ی 

3�u(�ث إح,اث�
ت ا�����! 
�

�#<! �=س
س �
� ( , , )B i j k=
� �� ��

 و���0  

:( , , )u x y z
���

  أو 
x

u y

z

 
 
 
 
 

�

.      

(3 ����  ( , , )B i j k=
� �� ��

  .3V أس
س  7 ا�56
ء 

(a �����ا��� $>�?� : ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

 .   

 
�:�,ی ( ', ', ')u v x x y y z z+ + + +
� �

:  و  ( , , )u x y zα α α α
�

 

(b �����ا��� $>�?� : ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

.   

��u أج& دراس! اس��
��! ا�������� 
�

v و 
�

 ���م ��#
ب ا���,دات ا�C3ث!  

uا��#�F$ج! �� ج,ول إح,اث�
ت 
�

v و 
�

 :  وه7 

'

'

x x

y y
 و 

'

'

x x

z z
 و 

'

'

y y

z z
 .  

� هIJ ا���,دات ا�C3ث! ��?,�!  ;ن ∗)�
u إذا آ
�

v و 
�

 ��������#� . 

(∗��
uات %�$ ��?,�!  ;ن إح,ى هIJ ا���,د  إذا آ
�

v و 
�

 ��������#�$�% . 

(c ت
: �?�<$ ا����� ( , , )u x y z
�

:  و  ( ', ', ')v x y z
�

   و 

: ( ", ", ")w x y z
���

.   

u �#�7 ��,دت ا�����
ت ∗)
�

v و 
�

w و 
���

  L�$�
� M� L�$� يJا�?,د ا� 

det( , , )u v w
� � ���

 :  وا��?$ف ��
 ی(7 

' "

det( , , ) ' "

' "

' " ' " ' "

' " ' " ' "

x x x

u v w y y y

z z z

y y x x x x
x y z

z z z z y y

=

= − +

� � ���

   

u ت��ن ∗)
�

v و 
�

w و 
���

)det   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ
ن  , , ) 0u v w =
� � ���

 

 �#ح!�  

(a ت��ن u
�

v و 
�

v  �#�������� إذا و �� إذا آ
ن  uα=
� �

u أو  vα=
� �

   

(b ��
u إذا آ
�

v و 
�

0u و %�$ �#�������� vα β+ =
� � �

0α  ;ن  β= =  

(c  ت��نu
�

v و 
�

w و 
���

 !�P,� 0ت�� 
� إح,اه�
   �#��ا"�! إذا و �� إذا آ

 C3� خ$ىRا :w u vα β= +
��� � �

 .  

(d ��
u إذا آ
�

v و 
�

wو 
���

0u %�$ �#��ا"�!  و  v wα β γ+ + =
� � ��� �

  ;ن 

0α β γ= = =  .   

           (IIء  ا�&%�ـــــــــ$ �� ا���ــــــــ

(1 7*
7�# �?(�
  7 ا�56
ء آ& ر�� ( , , , )O i j k
����� �� ��

 ��/! �� O ح�� 

iا�56
ء و 
�

j و 
��

k و 
��


ت %�$ �#��ا"�! ی?�7 أس
س 3  ����� . 

(2 ���� ( , , , )R O i j k
����� �� ��


  7 ا�56
ء �)?� . 

(a !/�� &�� M !��ء ا���
OM �� ا�56
�����

  ت��0 �/$ی�! وح�,ة *() '�& 

OM x i y j z k= + +
����� � �� ��

)ا��3(�ث  .  , , )x y z ی#�) �3(�ث 

!/���#<! ا��?(M  Sإح,اث�
ت ا��
� R 0و��� ( , , )M x y z أو  

x

yM
z

 
 
 
 
 

      

)          �#ح!� , , )M x y z OM x i y j z k⇔ = + +
����� � �� ��

 

(b���/��)  �?�<$ ا� , , )A x y z و  ( ', ', ')B x y z  

(∗  
�) �,ی ' , ' , ' )AB x x y y z z− − −
����

 

��TU ا��/?! I إذا آ
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    الحجوم و المسافاتحساب 

  
  

   الموشورالقائم-1

  . محيط و مساحة قاعدته على التواليB و l ارتفاع موشور قائم و h ليكن -  أ

Sالمساحة الجانبية      *   l h= ×  

2TSالمساحة الكلية            *   l h B= × +  

Vالحجم          *   B h= ×  

   حالات خاصة-  ب

   متوازي المستطيلات-    

   طول و عرض و ارتفاع متوازي المستطيلاتc وb وa      ليكن 

)المساحة الجانبية                  *   )2 .S a b c= +  

)المساحة الكلية         *   )2 . 2TS a b c ab= + +  

.الحجم                                       *   .V ab c=  

   المكعب -    

   طول حرف المكعبa       ليكن 

24S         المساحة الجانبية             a=  

26TS         المساحة الكلية              a=  

3V         الحجم                           a=  

  

   الهرم-2 

  S ارتفاع  هرما رأسه h  ليكن -   أ

    h SH= حيث  Hالمسقط العمودي لـ Sعلى المستوى المتضمن للقاعدة .  

  . مساحة قاعدة الهرمB ليكن      

        المساحة الجانبية هي مساحة جميع الأوجه الجانبية للهرم

1الحجم                .
3

V B h=  

   الهرم المنتظم-ب   

       إذا آانت قاعدة هرم على شكل مضلع منتظم و آان المسقط للرأس هو مرآز المضلع فان الهرم یسمى هرما 

  .منتظما     

  .الهرم طول و یسمى عامد     في جميع المثلثات وجوه الهرم المنتظم یكون للارتفاعات المارة من  رأس الهرم نفس ال



1    المساحة الجانبية لهرم منتظم هي  .
2LS l c= حيث l محيط   القاعدة و c عامد الهرم ( )c CH=  

1    الحجم    
3

V B OS=    مساحة قاعدتهB رأس   الهرم و S مرآز القاعدة و O حيث ×

   رباعي الأوجه المنتظم-ج

   طول حرف رباعي الأوجه منتظم a  ليكن 

33     المساحة الجانبية  3
4

S a=  

32     الحجم         
12

V a=  

  

   المخروط-3 

) رأس مخروط و الدائرة S -   أ )Cقاعدته شعاعها R  

        h س المخروط و المستوىمسافة بين رأ(  ارتفاع المخروط  

  )         المحدد بالقاعدة

21      حجم المخروط 
3

V R hπ=  

  

  

  

   المخروطي الدوراني-ب   

      إذا آان المسقط العمودي لرأس مخروط هو مرآز القاعدة فان

  .   المخروط یسمى مخروطا دورانيا

LS       المساحة الجانبية  هي  Rcπ=  

   ونقطة من الدائرةS المسافة بين c  حيث 

 c SH=  

  
   الأسطوانة-4  

  R و قاعدتها قرص شعاعها h  حجم أسطوانة ارتفاعها -   أ

2V   هو    R hπ=    

  

  

  

    



   الأسطوانة  القائمة-ب

      إذا آان المستقيم المار من مرآز الدائرتين قاعدتي أسطوانة  عمودیا على المستویين المحددین بهاتين القاعدتين فان

  الأسطوانة

      تسمى أسطوانة قائمة

2LS    المساحة الجانبية هي  Rhπ= 
  

  

  

  

  

  

  

   الفلكة-5  

24S هي R     مساحة الفلكة التي شعاعها  Rπ=  

34 هيR    حجم الفلكة التي شعاعها
3

V Rπ=  

     

  

  

  

  

  

   تمرین

) معينا ضمن مستوى ABCD     ليكن  )P 3 حيثBD cm= 3   وAC cm=  

) نقطة من المستقيم العمودي على S   لتكن  )P في A  8 حيثSA cm=  

  SABCD                   أحسب حجم الهرم 

   تمرین 

  21m  أحسب حجم فلكة مساحتها تساوي 

  تمرین 

3AB متوازي المستطيلات حيث ABCDEFGH   ليكن  cm=5  وAD cm=4 وAE cm=  

    ADGHأحسب حجم رباعي الأوجه  -1

) و المستوىD استنتج المسافة بين النقطة-2     )AGH  
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'0 ���0 � f�� ���� ( )f x α≤ 
 �, .���
0x.��� ( )0f x α=. 

4(�� ���� 7��α� ��)$� ��
�� ���0 f�� ���� ( )f x α≥ .���
 
 �,0x.��� ( )0f x α=. 

5(���� 7��f��, ����� ��
'0 ���0 ���� 0x ���� ��
� <�� ���� 
I+), =
��� 0x.��� ( ) ( )0f x f x≤��� I��������x . ������ 4�9 �
��

��'���
79 ( )0f x. )����� ��
�� ����� ������� ����� >��*�( 

����� : 
a(6���1� �
�� ��� ��  f               
9  

�!"  α	
��
���	 ا���ی	ه� ا   ا
 

b( 6���1 إذا آ�ن ��ول�f
9                   
�!" α	���
��ی	 ا�
	 ا�� .ه� ا
 

c(  6���1إذا آ�ن ��ول�f               
9  
�!"  αو 	�� � 	ی��! 	
 ه� !�

β	�� � 	د��ی 	
�! . 

         -VI  �� #�� �� IR��

$ ��	
�  

1(( ) ( ){ }/f D f x x D= ∈7�*� ( )f D �� ��
���� �,
����� 79 
�'��, :��� �
'D. 

2(( )y f D∈��
� 7�*� D��������x.��� ( )f x y=. 

3(�� ���� 7��( )f I J=7)� �� ���� ����� : 

a(( )f I J⊂�?5� ��8�
 x I∈�� ����
 ( )f x J∈. 

b(( )J f I⊂�?5� ��8�
 y J∈�� ����
 ( )y f I∈ .��� ��8�
 
�,x I∈.��� ( )f x y=. 

            VII�����	
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1(����gوf.��� ������ ( )f gf D D⊂������ g fο ������ 79 

+), �"�*���fD7)� ��� ( ) ( ) ( )( )fx D g f x g f xο∀ ∈ =. 

2( a(>��*� ��� ����� ��� �� g fο �� :��� 

7)�:( )
f

g f
g

x D
x D

f x Dο

∈∈ ⇔  ∈
 

b(  �� ���� 7��g f�+), �"�*� I7)� �� ����  :( )
f

g

I D

f I D

⊂
 ⊂

 

3(6��� ��  gوf7)� �� ������ : 
 (*f+), ����� I     

 (*( )f I J⊂             �!"g f�+), ����� I   
 (*g+), ����� J         

�
��g f�� 6��� ��  �������  @f 
 g������� AB� . 
� 6��� ��  ��'0��� �
��
@f 
 g���B)�?� �������  

       VIII���
���$&	 �	�
�	  

  1(  ������( ) 2f x ax bx c= + + ( )0a ≠ 

a(��� ��  0a >6���1� �
�� �!" f
9  7)� ���: 
fC 	�)3 

 <���,
2 2
b b

f
a a

 − −  Ω  
  

+),(� 
�� <�
� 4�*�� . 

 
 
 

 b(��� ��  0a <6���1� �
�� �!"  f
9  7)� ���: 
fC 

 <��� 	�)3,
2 2
b b

f
a a

 − −  Ω  
  

 
�� <�
� 4�*�� �B�(�.   

 
 
 
 

2( ��	
�	 ( ) ax b
f x

cx d

+=
+

:� f

a bd
D

c dc
 = − − 
 

� 

a( ��� ��  0
a b

c d
〉6���1� �
�� �!" f
9 7)� ��� :  
fC 

 4���� �
��9,
d a

c c

− Ω 
 

4������   a d
y x

c c

−= = 

  
                          

 
 

b(��� ��  0
a b

c d
〈6���1� �
�� �!" f
9  7)� ���: 
fC 

 4���� �
��9,
d a

c c

− Ω 
 

4������ a d
y x

c c

−= = 

 
 
 
 
 

3(��	
�	 ( ) 3f x ax= 
 0a >                          0a < 

 
 
 
 
 
 
 
 

�����: � ������� ( ) 3f x ax b= + $�" C�'� D73�� AB� 
( )0f b= 

4( ��	
�	( )f x x a= + [ [,fD a= − +∞ 
 
 

                               
 

�����: � ������� ( )f x x a b= + + C�'� D73�� AB� 
$�"( )f a b− =  

a (5(������� ���*( ) ( )g x f x= .gCD�� �� �
�� fC �
�
��� 
��'�"(� �
�� �
" .D�� �����
Cf �
�� 6�� �
�
��� 

��'�"(� �
��� ������� ��'�"(�. 

b( ������� ���*( ) ( )g x f x=.gCD�� �� �
�� fC �
�
��� 
7"[ [0,+∞�����(� �
��� ������� <)����
 . 

6(����*��� �
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 ������.�                ا��وال ا���د��         �.�.�   

                       (I  ���� ������ ا�

1(	
��  ������ ���	
 ����      f ���� �� ��� ������ ���� �� 

  �� �� �����fD  

2( ��� 	
�� ����� ���: 
( )

( )
( )

p x
f x

Q x
=  

 �� 
( )f x ��! �"# $%&� �"# �&�	� ( ) 0Q x ≠ .   ����	(� )* +�%�

( ) 0Q x = �,���� }����	(� -�./{fD = −R  

3(� ����� ������ 	
� :( ) ( )f x P x=  

 �� 
( )f x ��! �"# $%&� �"# �&�	� ( ) 0P x ≥  ���0# �1���� +�%�  

( )P x�,���� )    �23& �� � ��� 45�6� ��7�(( ) 0P x ≥ fD = 

                          (II دا�� زوج�� دا�� ��د�� . 

1(���� ����� ����� ��� ��  f ���89� +�%� fD ) � �: ;%89�� 

x <�fD �,��� fx D− ∈ =�>* +�%� ? ( )f x− .  

           (∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f x− =  �A&f �3@�B  . 

           (∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f x− = − A& �f ����&  . 

 �C/D�  (a ����& 5� �3@�B 5 �� 
5 �: ����� < E . 

              (b  ( )
n

n

n

x nزوج�������������
x

x ��������������n�دي


− = 

−
        x x− =   

2( ��� f�����  F8,(� ��! �"# $%&� �"# fC ��G �H>,��� )I�9� 

 J3
����. 

(3 ��� f�
��   F8,(� ��! �"# $%&� �"# fC )�� �H>,��� )I�9� 

  K.	(�. 

 

  

 

 

                          (III دا�� ��� . ت!��ات دا�� أو رت

1(�!� ����� ��� �� ���� �f -�� L.� I M9	� x � y  <�I N3* 

x y< ���%�� ( )f x � ( )f y.   

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y≤ �A& f L.� ������
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y< �A& f L.� �	OP ������
 I .   

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y≥ �A& f L.� �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y> �A& f L.� �	OP �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( ) ( )f x f y= �A& f L.� �9��I I.  

2(���� ��!� ����� ��� �� f -�� L.� I M9	� x � y  <�I 

N3*x y≠  RS9�� -�	� =�>* +�%��  
( ) ( )

( , )
f x f y

T x y
x y

−=
−

   

 

 

 T
��0# U����. 

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y ≥ �A& f L.� ������
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y > �A& f L.� �	OP ������
 I .   

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y ≤ �A& f L.� �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y < �A& f L.� �	OP �3QP�,
 I.  

(∗  ���@� �"# ( , ) 0T x y = �A& f L.� �9��I I.  

3(  �" #�$% f�&��  -�V� L.� I L.� �3QP�,
 �: ������
 W��! �"# I .  

�'()� 

           (a f L.� ������
 I X	� fC Y Z���Q
 I <� [�89� ���,� 

 \3�� �] ��>3�� 

            (b f L.� �3QP�,
 I X	� fC -�V� Y ^B�,
 I [�89� ���,� 

 \3�� �] ��>3�� <� 

            (c f  L.�  �9��II X	� fC ��G ZB��� K3%9>� <� ���H� 

 -�V� Y )3��&��I.  

   #!*�   �,���  f <� )! L.� ������
  [ ]1,3 � [ ]5,9 L.� �3QP�,
� 

[ ]3,5 4�RS9�� -��@ L>� -��@ Y �_� `a.��  . 

 

 

 

 

4(  ������ ��!� ( )f x ax b= +   

       (a��! �"# 0a >�A& fL.� ������
  R 

       (b��! �"# 0a > �A&fL.� ������
R 

       (c��! �"#  0a =�A& fL.� �9��I  R   

       (d ������ F8,� f �3%9>� �� � . 

5 (� �
��  ����� ����� ���� ��! 

        (a  < 9�f �3@�B ���� . 

(∗ W��! �"# f L.� ������
 I �A& f L.� �3QP�,
 –I.  

(∗ W��! �"# f L.� �3QP�,
 I �A& f L.� ������
 –I.  

        (b  < 9�f ����& ���� . 

(∗ W��! �"# f L.� ������
 I �A& f�
  L.� �����–I.  

(∗ W��! �"# f L.� �3QP�,
 I �A& f L.�  �3QP�,
 –I.  

        (c ��! �"# [ ],I a b= �A& [ ],I b a− = − − .   

                              (IV  رف دا���#�  . 
(1 ������ �: \H� �: ����: �"# f Y ���QP �3P )H%
 0x �: \H� b 

0( ) ( )f x f x≤ -�� Y I L.� Z�9c 0x� �3%�� d_� �� 
�  �� ���Q%�

0( )f x .    

 



(2  ������ �: \H� �: ����: �"# f Y ����� �3P )H%
 0x �: \H� b 

0( ) ( )f x f x≥ -�� Y I L.� Z�9c 0x ��  ������� �3%�� d_� �� 
� 

0( )f x  .    

(3 (a �: \H� � � α ����.� ���QP �3P f �: \H� b  ( )f x α≤ Y 

 -��I<� N8H�� 0x <� I N3*  0( )f x α= .  

    (b �: \H� � �  α ����.� ����� �3P f �: \H� b  ( )f x α≥ Y 

 -��I<� N8H�� 0x <� I N3*  0( )f x α= .  

(4 4�RS
 -��@ ��! �"# f ) 0 L.�  

 �A&α ����.� ���QP �3P f Y 0x  

  �β �3P  ����.� �����f Y 1x .  

 (5  ������ F8,� ��! �"# f ) 0 L.�  

 �A&α ����.� ���QP �3P f Y 0x  

  �β ����.� ����� �3P f Y 1x .  

                           (V  ا��وال ا���ج��� . 

1(  ������ �����  2( 0) ( )a f x ax≠ =  

a(��! �"#  0a > 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC d��e� K.	(� )�: T1:� �f.0  

 L.��� �] T@�� d�	%
 J3
���� ��e. 

b( ��! �"# 0a < 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC0 d��e� K.	(� )�: T1:� �f. 

  )g1�� �] T@�� d�	%
 J3
���� ��e . 

2(  ������ �����  ( 0) ( )
a

a f x
x

≠ =  *
fD = R            

a(��! �"#  0a > 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC K.	(� )�: d�!�� 5��_�  

 K.	(� Z��e d����%�. 

b( ��! �"# 0a < 4�RS
 -��@ �A& f ��  

 �� ��fC K.	(� )�: d�!�� 5��_�  

 K.	(� Z��e d����%�. 

3(   ������ �����2( 0) ( )a f x ax bx c≠ = + +   

 h�i�# )@: <�fC - ��Q9j ����	� ��] 
fC.  J9 � �_��( )f x         

  ) 0L.�2( ) ( )f x a x α β= − + <%.O,� ? ( )y f x=  X	� 

2( )y a x α β= − +  X	� 2( )y a xβ α− = − kl� ? 
X x

Y y

α
β

= −
 = −
 

 mHQ
 ����	(� �"#2Y aX= K.	�� Y ( , , )i jΩ
� �

 k� ( , )α βΩ  

4(   ������ �����( )
ax b

f x
cx d

+=
+

 

 )@: <�   h�i�#fC �� ��Q9j ����	� ��] 
fC.  J9 � �_��( )f x 

 ) 0 L.�( )f x
x

γβ
α

= +
−

  <� ;.O,� ?  ( )y f x=  X	�  

 

 

y
x

γβ
α

− =
−

 kl� ? 
X x

Y y

α
β

= −
 = −

 mHQ
 ����	(� �"# Y
X

γ=  

 K.	�� Y( , , )i jΩ
� �

 k� ( , )α βΩ.  

5(   +,�-� . ��/ 0� 123� 04!$. 

(a kn�%
 fC �O%,�� �� J3
���� ��e k� (0, (0))A f.  

(b  (∗  F8,(� kn�%
 ��] � � 
fC ����	(� )* +�%� )3��&�� ��e k� 

( ) 0f x =  �� -�.o� d_� W��! �"#� 2 1x ، x…  �� kn�%9�� $%� �A& 

1( ,0)A x  b2( ,0)B x ….  

     (∗  ����	(� -�./ ( ) 0f x = kn�%
 $%� )3��&: �� fC ��e k� 

 )3��&��. 

6( 5�323� 04!$   . 

(∗ � �   F8,(� kn�%
 ��]
fC � 

gC ����	(� )* +�%� 

( ) ( )f x g x=  �� -�.o� d_� W��! �"#� 2 1x ، x… kn�%9�� $%� �A& 

  ��1 1( , ( ))A x f x b 2 2( , ( ))B x f x ….  

(∗  ����	(� -�./ ( ) ( )f x g x= kn�%
 $%� )3��&: �� fC k� 
gC   

7( 5�323- 673�� 08��� ����� . 

 (a  \3,8,.� p>,�� kq��� U��� � � 
fC � 

gC ���0# �1���� +�%� 

( ) ( )f x g x−   

(∗ ��! �"# ( ) ( ) 0f x g x− ≥ �A& 
fC r�& �@�� 

gC.  

(∗ ��! �"# ( ) ( ) 0f x g x− ≤ �A& 
fC W7 �@�� 

gC.  

(b �8@��9(� -�./  ( ) ( )f x g x≤ �� � ��� 45�V� ��7� �� 

�23&fCW7 
gC 

8(   ���!�-� �(( ) : ( )E f x m=  

  ����	(� -�./( )E kn�%
 $%� )3��&: �� 
fC  K3%9>(�� ( ) : y m∆ =  

9(  ������ 123� 9!:%" ( ) ( )g x f x= �� !;)<%� fC.  

 ��! �"#( ) 0f x ≥  X	� fC �A& )3��&�� ��e r�& ( ) ( )g x f x= 

 �"#
gC  k� ;HO,� 

fC.  

 ��! �"#�( ) 0f x ≤  X	� fC �A& )3��&�� ��e W7 

( ) ( )g x f x= − �"# 
gC )I�s 

fC)3��&�� ��G �H>���  . 

 ^�9����
gC h�@ <� �� � fC��&�� ��e r�& ��@�(�  h�@ )I�s� )3

fC )3��&�� ��G �H>,��� )3��&�� ��e W7 ��@�(�   . 

10(  ������ 123� 9!:%" ( ) ( )g x f x= �� !;)<%� fC.  

 �,���( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x g x− = − = = �"# g��  �3@�B ��

 J3
���� ��G �H>,��� )I�9� ���,8,� ^�9���� . ) �  �,����[ [0,x ∈ +∞  : 

x x=  

  �"#  ( ) ( )g x f x=  T,��
gC  k� ;HO,� 

fC.   

 ^�9����
gC h�@ <� �� � fC Y ��@�(� [ [0,+∞ ��G �H>,��� T.I�s� 

 J3
����. 

   

 

0 

0 
f 
x 



  ت  ع  ا�و��    
            


لا�        ��
ت وا�
�� 
 ���� ا��رس         

    

           �.������ 

                    I( �������	  
1(
��� ����	 �����	 : 

      
 
2 (����� ����	 �������	 ��� ������	: 

( )

a

a

a

+∞ + = +∞
−∞ + = −∞
+∞ + ∞ = +∞ ∈
−∞ − ∞ = −∞
+∞ − ∞

�

     

( )0

0

a a× ∞ = ∞ ≠
∞ × ∞ = ∞

× ∞     

            

0
0

0
0

0

a a

a

∞ ≠= ∞ = = ∞
∞

∞
∞

 

    

   
si

( )
si

n n est paire

n est impaire

+∞
−∞ = −∞

    

                           +∞ = +∞ 
3(  ������ 
(a��  � �����	
� ���f � g������ ����  �� 0x ���  ���	��   

f g+ �  .f g � fα ��  ������ ���� ���� 0x  

 �   
0 0 0

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = + 

         
0 0 0

lim ( ( ). ( )) lim ( ). lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

= 

                        
0 0

lim ( ( )) . lim ( )
x x x x

f x f xα α
→ →

= 

 ��� ����  
0

lim ( ( )) 0
x x

g x
→

≠ ��� 0

0

0

lim ( )( )
lim ( )

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x

g x g x
→

→
→

= 

(b �� ��	�	� ���	 ���� ∞ ���	 ����� 	��� ���� �� . 
(c �� ����� ���	 ���� ∞�  ���	 ����� ��	��� ��  ���� � 

4 ( � ��	� ����� ����� ���� ��	 !�"#���$: 

(a ( )
( )lim

f x

g x∞

∞=
∞

���!���           . 

(b ( ) ( )( )lim f x g x
∞

+ = +∞ − ∞ 

 (*�� �� �� ���	 ����� ��	��� �� ���( )f x� ( )g x  
�$������         ��
���. 

 (*�� �� �� ���	 ����� ��	��� �� ���( )f x� ( )g x  
���!���         ��
���� ��%. 

(c ( ) ( )
( )0

0
0 lim

0 0x

f x a a
a

g x

−≠ = =$������        . 

(d ( ) ( )
( )0

0 0 0
0 lim

0 0x

f x
a

g x

+≠ = =� ��� &' (��)���        $�����. 

e(�%�&  :
2x x=  +        

2

2

; 0

; 0

x x x

x x x

 = ≥


= − ≤
 

 

5 (�������	 ������. 
( )

( )
( ) ( )

20 0 0

1 cos tan sin1
lim lim 1 lim 1

2x x x

ax ax ax

ax axax→ → →

−
= = = 

6 (������	( �������	. 
(a�� ��� ( ) ( )f x l g x− ≤����� 0x 

             �  ( )
0

lim 0
x

g x = 

(b�� ��� ( ) ( )f x g x≤����� 0x 
 �        ( )

0

lim
x

f x = +∞ 

(c�� ��� ( ) ( )f x g x≤����� 0x 
 �        ( )

0

lim
x

g x = −∞ 

(d��� ��� ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤����� 0x 
             ( ) ( )

0 0

lim lim
x x

g x h x l= = 

             II  ( ����)	  
1( *����   
 �, ���� ���f�� �
-�� 0x./�� &��� ( )

0

lim
x

f x  

 (*����f �� �
-��0x � ��� ��� ��� 0��( ) ( )
0

0lim
x

f x f x= 

 (*����f  �
-�� ���� 1
20x � ��� ��� ��� 0��

( ) ( )
0

0lim
x

f x f x
+

= 

  (*����f  �
-�� �/� 1
20x � ��� ��� ��� 0��
( ) ( )

0
0lim

x
f x f x

−
= 

 (*����f �� �
-��0x � ��� ��� ��� 0�� �
-���  ���� 1
2 
 �/� 1
20x.  

2( ������  
 (a 1
2 �
-�� ��	�	� ���	 �� IR.  
(b �)��!� 3�� 1
2 �
-�� ����� ���	 ��  . 
(c (*   ���	��cosx x→  sinx x→ 1
2 �
-�� IR.  

 (*      ��	��tanx x→ �)��!� 3�� 1
2 �
-�� . 
(d ��� ��� f � g ��� 1
2 ���
-�� �����	 I ���	�� ��� 

f g+ �  .f g � fα�  1
2 �
-�I .  

 ��� ����  g 1
2 &	!��4 I ��� 
f

g
 1
2 �
-�� I .  

 �%�& 
��� ���f� 1
2 5���� 4 ���	  ���!� ��%� 6��-�� 73��

 ��� �)��!� 3�� 1
2 �
-�� ���� 7�3�8�7�	�� 9���� ���	 
����� .�% �� �
-��. 

3 (������" �����	 
����f�����!� ��% ���	 0x : �, ���� ���f �	�	�� ���� 
4��� �-�0x��� &./�� ( )

0

lim
x

f x�	�� ��� ( )
0

lim
x

f x l= ∈� 

���f�	�	�� ����  g�� �-�4� 0x �� ;�!� 

�
�:
( ) ( )
( )

0

0

,g x f x x x

g x l

= ≠
 =

 

 

0

0
 

∞
∞

 0∞× +∞ − ∞ 

 

	
� �  

	
� �  

	
� �  

     ���( )
0

lim
x

f x l= 

��� ( )
0

lim
x

g x = +∞   

���   ( )
0

lim
x

f x = −∞ 

���   ( )
0

lim
x

f x l= 



 �����       .� .	.
         ����   ������  �              .������ 

                               (I �������  

(1 �����  

(a 	
�� f � ������� ����� 0x 	�� ��� 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
l IR

x x→

− = ∈
−

    

 �����l ������ ������ ����� ���� f � 0x  ����
 0'( )f x l= .  

(b 	
�� f 	��� ��� ������� ����� 0x 	�� ���  �
 ���  : 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
l IR

x x+→

− = ∈
−

 ����
 '
0( )df x l= .  

(c 	
�� f "��� ��� ������� ����� 0x 	�� ���  �
 ���  : 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
l IR

x x−→

− = ∈
−

 ����
 '
0( )gf x l= .  

(d   	
�� f     � ������� ����� 0x         �#�� ������� ����� $��� ���  �
 ��� 

 	���0x 

 "��� ��� 
0x 
 ' '
0 0( ) ( )d gf x f x= .  

(e (∗ )  f    � ��%�� 0x  (   ⇒   ) f     � ������� ����� 0x  (   

(∗ ) f � ������� ����� "�& 0x ( ⇒  ) f � ��%�� "�& 0x  (  

(2   ������� �������: 

(a    $��� ��� f     � ������� ����� 0x   	' fC     �#���� (��� ( )T   �#�� 

  � ����0 0( , ( ))M x f x                )#*
��� )#���� 0'( )f x        )#������      

0 0 0( ) : '( )( ) ( )T y f x x x f x= − + 	
��##�
 fC �##+, �##�� 

 ������� (���-� : 

(b    $��� ��� f      	��� ��� ������� ����� 0x   	' fC    .��� /%� (��� 

1( )T    � ���� ��� 0 0( , ( ))M x f x    )*
��� )����� '
0( )df x    )#������  

'
1 0 0 0( ) : ( )( ) ( )dT y f x x x f x= − + 	
��##�
 fC �##+, �##�� 

 	������� 	������: 

 (c "����� ��� ������� ������� ��0��� �*��� ����� . 

��� !   (∗       $��� ��� f 	�� ��� ������� �����0x� ��� 
 "��0x 

  
' '
0 0( ) ( )d gf x f x≠   	' f      � ������� ����� "�& 0x   	�� fC  1 

� ����� (���M���
 	��� �� "�& .��� �2%� (��� )��� 	
 fC  �#��

 (���-� �+,: 

(∗  $��� ��� f     �  ������� �����0x   	' fC" "����1 "   �#M  ���
 

$���f      � ������� ����� "�& 0x   	' fC" "���� "   �#M   	
#��
 

 ��
�4 . 	�  (
��
M $�
4� � ��  . 

(3  ����� ���!!�� ��"�#��� ������. 
(a$###��� ��� f  �###  ����###��� �###����0x �###����� 	'### 

0 0 0( ) '( )( ) ( )u x f x x x f x= − +          �#����� �#������ �#�2�5��� ������ ����  

f �0x  

(b 	�� ���
  a 	� ��"� �* 0x 	' ( )u a ( ��"�� ���� ( )f a 

( ( ) ( ) )f a u a≈  
 
 
 

(4��$! �%� ���� &�'�(�) �'�(!�� ������  

(a  	� (
�� f      6
�2� (�*� ��� ������� �����I    ���� ����� $��� ���   � ���

 	� � �� (�I  

(b    	� (
�� f      (�*��� ��� ������� ����� [ ],a b     ������� ����� $��� ��� 

 (�*��� ���] [,a b 	��� ���
 a "��� ���
 b .  

(c$��� ��� f��� ������� �����I������ 	' ' : '( )f x f x→ ������ ���� 
 ������� 

(d    $��� ��� 'f      (�*� ��� ������� ����� I       �#����� ������� ������ 	' 'f 
���0�� ������� ���� ������ �f #� �7� 4�"�
 ''f .  

e( �������*� ������ +��� �'�(!�� ������ . 

( ) ' 0 (1a =                     
2

' '
( ) ' (10

f f g g f

g g

−=  

( ) ' 1 (2x =                       
2

1 '
( ) ' (11

f

f f

−=   

( ) ' (3ax a=                    

( ( )) ' '( ) (12f ax b af ax b+ = + 
1( ) ' (4n nx nx −=             (sin ) ' cos (13x x=    

2

1 1
( ) ' (5
x x

−=                 

(sin( )) ' cos( ) (14ax b a ax b+ = + 

1
( ) ' (6

2
x

x
=          (cos ) ' sin (15x x= −  

( ) ' ' ' (7f g f g+ = +        

(cos( )) ' sin( ) (16ax b a ax b+ = − +  

( ) ' ' ' (8fg f g g f= +     2(tan ) ' 1 tan (17x x= +  

( ) ' ' (9af af=                1( ) ' ' (18n nf nf f −=  
2(tan( )) ' (1 tan ( )) (19ax b a ax b+ = + +   

��� !    (a �,�� f ��$! �%� �-�! ���� I �%� .���� /�   . 

 &�'�(� ��� �,�f �- 0x (8 ��+�� f�% "�9�  � �7�90x: 1 ;�  

(∗    $�� ��� f      � �7�9�% "�9� 1 0x    ���+� ;
�� '( )f x   <
#��
 

x #� 0x  

(∗    $�� ��� f     � �7�9�% "�9� 0x      "�9��� (��� (������� ������� ."�� 

     . 

(b    $��� ��� 'f    � ;���� 0x 0( '( ) 0)f x =   	' fC    �#���� (��� 

( )T � ���� ��� 0 0( , ( ))M x f x (�%�-� "
+�� ��4�
�  . 

(5  ���� 0��1�  
 	���f (�*� ��� ������� ����� ���� I  .  

(a 	
�� f ��� �����4� I 	�� ���   �
 ��� ( ) : '( ) 0x I f x∀ ∈ ≥  

(b 	
�� f ��� �� � �����4�  I 	�� ���  �
 ��� ( ) : '( ) 0x I f x∀ ∈ ≥ 

 �7� ;���� ���� ����-�
'f =�
��� . 

(c 	
�� f ��� ��%���� I 	�� ���   �
 ��� ( ) : '( ) 0x I f x∀ ∈ ≤  

(d 	
###�� f �###�� �###� � ��###%����  I 	�###� ���  ###�
 ��� 

( ) : '( ) 0x I f x∀ ∈ ≤ �7� ;���� ���� ����-�
 'f =�
���  . 



(6   ���� ��2!. 
  	���f       (�*� ��� ������� ����� ���� I   
 0x I∈ .      �#����� 	
#��f 

 � ����� ��" �0x $��� ���   �
 ��� 'f � ="���� "�9�
 ;���� 0x          

                     (II ����� �����!�� ��3!���  

(1 �'���  
 	���f (�*� ��� 	��"� ������� ����� ���� I.  

(a 	
�� fC  ���+� ( ) 	�� ���  �
 ��� ( ) : ''( ) 0x I f x∀ ∈ ≥ 

(b 	
�� fC �"��� ( ) 	�� ���  �
 ��� ( ) : ''( ) 0x I f x∀ ∈ ≤ 

(2  ��2��� 2'�  

(a   	���f� ������� ����� ����0x
( )T#� .�����  fC �

0 0( , ( ))M x f x    	� (
��M 	����� /� ��� � �� fC � "����� "�9�

M)  fC �"�?� ( )T: (  

(b   	��� f        (�*� ��� 	��"� ������� ����� ���� I         
       0x I∈  	
�� 

  � ����0 0( , ( ))M x f x        	�� ���  �
 ��� /� ��� � �� ''f   "�9�
 ;���� 

 � ="���0x .  

��� !      $��� ���  'f    � ="���� "�9�1
 ;���� 0x    	'# 
0 0( , ( ))M x f x 

 (�%�-� "
+�� ��4�
� �7� .����� 	
��
 /� ��� � ��. 

(b               �#�+�  "#����� ���"� 
� /� ���  �� A��* ���+� ���", ��� ''( )f x 
 �7�"��� ."��
. 

(3 ��4��� �� 
�"�� . 

a( ����  
   	� (
�� fC              �#������ $1�#+�� B�#+� ����� $��� ��� ��C�7�1 ��" (���  :

lim ( )
x a

f x
→

= ∞ 
,  lim ( )
x

f x b
→∞

= 
, lim ( )
x

f x
→∞

= ∞.  

b( ��4��� �� 
�"�� ���5� : 
1 (	�� ���( )lim

x a
f x

→
= ∞  

      ;������� 	'( ) : x a∆ =( �"��� fC"�
*� a. 
2 (	�� ���( )lim

x
f x b

→∞
=  

     	' ;������� ( ) : y a∆ =( �"��� fC"�
*� ∞. 

3 (	�� ���( )lim
x

f x
→∞

= ∞���+� ;
�� ( )
lim
x

f x

x→∞
. 

(a      	�� ��� ( )
lim
x

f x

x→∞
= ∞  

    	'fC� ��" (��� "�
*� ����"-� "
+� )8�*�� ���*�∞. 

(b      	�� ��� ( )
lim 0
x

f x

x→∞
=  

    	'fC"�
*� (�%�-� "
+� )8�*�� ���*�� ��" (��� ∞. 

(c      	�� ��� ( )
lim 0
x

f x
a

x→∞
= ≠���+� ;
�� ( )( )lim

x
f x ax

→∞
−. 

(i              	�� ��� ( )( )lim f x ax b− =  

         	' ;������� ( ) : y ax b∆ = +( �"��� fC"�
*� ∞. 
(ii             	�� ��� ( )( )lim f x ax− = ∞ 

          	' fC)8�*�� ���*�� ��" (��� y ax="�
*� ∞. 

��� !          ;������� 	
��       ( ) : y ax b∆ = +    #� ��"��� fC   "�
#*� 

∞      	�� ���  �
 ��� lim( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→∞

− + =           (���#��
         

         	, 	�� 
8 (�D��� 	�� ��� ��%�?�� E�8( ) : y ax b∆ = +     ##� �#�"��� 

fC     $��� ��� 
, ( )f x     (�#� ��� ( ) ( )f x ax b h x= + +   A#� 

lim ( ) 0
x

h x
→∞

= .  

(4�3�!� ��! ) �3�!� 6,!  

(a ;������� 	
�� ( ) : x a∆ = (0��� "
+� fC 	�� ���  �
 ��� : 

        (∗ (�� x 	� fD��   ���2 fa x D− ∈  

        (∗  ( ) : (2 ) ( )fx D f a x f x∀ ∈ − = 

(b � ���� 	
�� ( , )a bΩ (0��� 4�"� fC 	�� ���  �
 ��� : 

        (∗ (�� x 	� fD  ����� 2 fa x D− ∈  

        (∗  ( ) : (2 ) 2 ( )fx D f a x b f x∀ ∈ − = −  

(III                    ������ ������  

(1  ����  

(a ������ 	� (
�� f�
 ���  ��"
�  ����+ ��� �*
 ���  ;���� "�& T 
  F�+�( ) : ( ) ( )fx D f x T f x∀ ∈ + = ��� (�
 T  "��� ��8 ��+� 

  "
� ����f  

(b 	�� ��� T ������ �"
� f ��� (� 	' kT #� "
� f ( )k ∈Z  

(c �� � �*
� "
� "9%, =��� "��?� . 

 ��� !  (a 	, 	��� ��� f �*� ��"
�  )�� ��+�� ;0 "
��� �G+H� 1
, 

(b cos( 2 ) cos (x k xπ+ = ∗  cos( ) cos (x xπ+ = − ∗ 

sin( ) sin (x k xπ+ = ∗          sin( ) sin (x xπ+ = − ∗  

tan( ) tan (x k xπ+ = ∗   

(2 �������*� ������ +�� ���� . 

(a ( ) cos( )f x ax b= + 
, ( ) sin( )f x ax b= +   2
T

a

π= 

(b 2( ) cos ( )f x ax b= + 
,2( ) sin ( )f x ax b= +   T
a

π=  

(c ( ) tan( )f x ax b= +          T
a

π=  

(d "
� ��+� ��� f g+ 	� (� "�
�, ��+� f  
g "
� "9%, �?I� 
 
 J"���. 

(3 ���� ���� ���� . 

  	���f     �8"
� ��"
� ���� T  .    $��� ���f     �#�� ����" [ ],a b   	'# 

f ��� ����" [ ],a T b T+ + ����"�� .2� �7�
 . 

(4 ���� ���� ����!  

 (a$��� ���f�8"
� ��"
� ����T K���� �2�� fC )��� (�*� ��� T  

) ���   �?I� $[ ]0, fT D∩ (          �#7�7*�� �#��� �+�4�� )�++�4� ;0Ti
�

 

               �#7+�4�
 )#�
�� �#��� ��7���  ���� 	� F+�� L4*�� ��8 �+�4� (*, 	�


  ��M'�T            	�#���� 
#+� �+�4�� ���", ��� �
�"N� G�2�+��
 �7�
%, ��� 

 6" �
T "����� 
+� �+�4�� ���", ��� (
%-� 	� . 

(b  $��� ��� f     �8"
� ��"
� ���� T  ��*
4
   ) ���" 
, (    K�#��� �#2��

fC   ��� 0,
2 f

t
D

 ∩  
  �� ;0       ����"-� "
+�� ������� (0����� K��)  (%, 
�

;����� ( �+�4�� ;0. 
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(I�������� 	��
 ����  
1( ������� 

���� ( ), ,o i j
� �

 ���	���
��� ���	��  
���	�� ���� ����� U ���� 

 ������ o ����	�� 1. 

���	�� ����� ( ) ( ) ( )1,0 , 0,1 , 1,0A B C − 
a ( ����M  ��� �� U . �����α !�� "���� �AM 

 
 

 (* �$ !���"��%  ������ �AOM 
 

 �� rad α) α���� ( 

 (* �$ �'�( !����α ������ )*� ��+� "�% ,( "��% �� . 

b (����:  
 ������� "��% +���AOB � �AOC 

� �( -�	� �� ������ ��+2 2 .1 2Rπ π π= = 

 �� ���� ����� ��+� �*$2
2
π π= 

 "���� !�� �*$�AC 
 

 �� π  ������ "��% .��� �AOC 
 

 �� π 

 "���� !����AB 
 

 �� 
2
π�*$   ������ "��%�AOC 

 
 �� 

radπ "���� !��� �AB 
 

 �� 
2

π  ������ "��% �*$ �AOB 
 

 �� 

2
π. 

c (����� 
 ���� ����� /�� 0��(u ����� , , , , ,S R Q P N M1�+� : 

�

6
AOM

π=  3 �

4
AON

π=  3 �

3
AOP

π=  3 � 2
3

AOQ
π= 

� 3
4

AOR
π=  3 � 5

6
AOS

π=. 

 
 
 
 
 
 

2(������� ������  . 
  %4	��� ������  5��� ��� ������� "���� ����6( ���+� 7���

�� ������ ���� ���� :180 200
x y z

π
= = 

 1�+x�� "����� ��  5��. 
      y������ "����� �� . 
      z������� "����� �� . 

����:  

 ��  �����8���  ������ "��% 200 ,180 ,gra rad
ο

π. 
 
 
 
 
 
 
 

3(����� ���
 �� � . 
 ����( )C ������ ���� o ����	�� R 

 �,B A������ )*� �� ������ .   
 (*����� ����% /�8� 96��� :�5��. 
 (* ����α  ������ "��% �AOB 

 
�������  

 � l "���� !�� �AB 
 

 � S,����� ;�����  +�8�  

    ����     l Rα=       �     21
2

S Rα= 

 

II� ��! ��"� #$�$ ��%�  ���&���� ' (�� 0 � π 
1()��%� : 

 ����x 1�+� ����+ �  
0 x π≤ ≤    �����M �����  

 �� U ���� 1�+� 
 "���� !�� �AM 

 
�� x 

 ��	� �AOM xrad=. 
 ����a !��<( M �  b������( . 

 ����cosx a=   sinx b=    
sin

tan
cos

x
x

x
=  

2
x

π ≠ 
 

  

2( ���"�*: 
(a  
    2 2cos sin 1 (*x x+ = 

    2
2

1
1 tan (*

cos
x

x
+ =            !��

2
x

π≠ 

    
sin

tan (*
cos

x
x

x
=              !��

2
x

π≠ 

 

(b    1 cos 1x− ≤ ≤ � 0 sin 1x≤ ≤ 

(c  (∗ sin 0x ≥   !��  0 x π≤ ≤ 

     (∗   ��� �*$0
2

x
π≤ ≤ �=<    cos 0x ≥ 

     (∗   ��� �*$2
x

π π≤ ≤ �=<   cos 0x ≥ 

     (∗  �����tanx ����� ��	
�� � cosx 

(d    
 

 

 

  

 
 
 
 
 

 

A

B

C

M

O
1

1

-1

A

M

1

1

-1
0

x
a

b

2

π

 

π

    x 

   −    + cosx 
 

0 

0 2

π 
π 

    x 

   − 
   + 

    + 
 

tanx 
0 2

π π 

    x 

        + 
   + 

sinx 0 

π 

0 

0 

A

B

O

l

R
α 

0

6

π 
4

π 

2

π 

3

π 

π 

2

3

π 

5

6

π 

3

4

π 

1
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 4  �	��G ,�3� ( ) ( ){ }, , ,A Bα αD� ( )0α ≠ G  ��� 

$�9 �	3�BوA . 

C2� �� $�F �� ���*�GD�3� ( )( ){ },1 ,1A B ��� 

( )1

2
OG OA OB= +
���� ���� ����

$	� θ�� P$�+ ��� O A= 

*��1

2
AC AB=
���� ����

  ���G7-��� [ ]AB 

��
�:&�"�� ,�3� ( )( ){ },1 ,1A B,�3� �� ( )( ){ },1 ,1A B 

7-��� ���[ ]AB. 

����:�+ ��2� �+ ��*3+ �� I7-��� [ ]AB�+ ��2� I 

,�3�( )( ){ },1 ,1A B���� 0IA IB+ =
��� ��� �
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 5   �	��G,�3� ( ) ( ){ }, , ,A Bα β  ���*�  

( )1
OG OA OBα β

α β
= +

+

���� ���� ����
$	� O�� P .$�+ ���O A= 

*��AG AB
β

α β
=

+

���� ����
��� ( )G AB∈ 
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�:�� ��	 G,�3� ( ) ( ){ }, , ,A Bα β�B� ( )G AB∈���*��  
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α β
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���� ����
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��	 ��0α β γ+ + ≠@*��� &
�� *��� =�B� GC��� : 

      0GA GB GCα β γ+ + =
���� ���� ���� �

&
��� G ���  ,�3� 

���( ),A α�   ( ),B β�( ),C γ&����� &�"�� ,�3� �+   

        ( ) ( ) ( ){ }, , ,C B Aγ β α. 

 2    ����� ��
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��� �� 
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α β γ
= + +
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���� ���� ���� ����
$	� O �� 

5�����P 
���� : &"��� ���(I. 
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���
��� H8� ���� /����2. 
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C Bو ′Aو ′ ′4��-���  
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����� �����  8(  

( ')AA � ( ')BB � ( ')CC  �����  'G. 
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